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Аннотация
    Практикум «Экономико-математические методы и модели. Выполнение расчетов в среде EXCEL» подготовки в соответствии с программами
    В каждой из четырех глав практикума изложен минимальный, но достаточный для изучения основ используемого математического аппарата объем теоретического материала и технология выполнения расчетов на ПЭВМ. Дано, в частности, описание наиболее известных и применяемых на практике моделей выработки оптимальных решений, балансовых моделей, эконометрических, а также экстраполяционных моделей прогнозирования экономических процессов.
    Приведены задания для выполнения лабораторных работ. В качестве инструментального средства моделирования используется стандартная офисная программа EXCEL.
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ГЛАВА 1. Применение матричной алгебры при решении экономических задач
1. 1. Технология выполнения операций над матрицами в среде Excel
В EXCEL встроено множество функций, каждая из которых  предназначена для выполнения специальных типов вычислений. При выполнении операций над матрицами, решении систем линейных уравнений, решении задач планирования по модели межотраслевого баланса можно применять следующие функции EXCEL: 
• МУМНОЖ - умножение матриц, 
• ТРАНСП - транспонирование матрицы, 
• МОПРЕД - вычисление определителя матрицы, 
• МОБР - вычисление обратной матрицы. 
    Кнопка «Мастер функции»  находится на панели инструментов Функции для выполнения операций с матрицами находятся в  категории математические. 
[image: ]
Рисунок 1. В диалоговом окне Мастер функции можно выбрать для работы любую функцию EXCEL
Действия над матрицами
    Матрицей [image: ]называется прямоугольная таблица чисел, содержащая m строк и n столбцов.
[image: ]
    Числа аij, i = 1,..., m; j = 1,..., n, составляющие данную матрицу,  называются ее элементами: / - номер строки матрицы, j - номер столбца. 
    Если m = n, то матрица называется квадратной порядка n. 
    Матрица, состоящая из одной строки, называется вектором-строкой, а матрица, состоящая из одного столбца, - вектором-столбцом.
    Две матрицы A = (a,j)mn и В = (i,j)mn равны, если их соответствующие элементы равны, т.е. А = В тогда и только тогда, когда aj = ij, i=1, …, m; j=1,...,n. 
    Суммой двух матриц А = (a,j )mn и В = (i, j)mn называется матрица С =А+В, элементы которой су равны сумме соответствующих элементов aj и ij матриц А и В.
Умножение матриц
    Произведением матрицы A = (a,j)mn на число а называется  матрица 
В = а• А, элементы которой bij равны: bij =α • aij, i= l,...,m; j=1,..., n. 
    Матрица (-А) = (-1) • А называется противоположной матрице А. 
    Если матрицы А и В одинаковых размеров, то их разность равна:
А-В=А + (-В).
    Произведением матрицы А порядка m х k на матрицу В порядка k х n называется матрица С = А -В порядка m х n, элементы которой сij равны:
[image: ]
    Из данного выражения следует правило умножения матриц чтобы  получить элемент, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца матрицы С, необходимо все элементы i-й строки матрицы А умножить на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В и полученные произведения сложить. 
    Произведение двух матриц не коммутативно, те в общем случае А В≠В А Если А В=В А, то матрицы А и В называются коммутативными. Так, например, единичная матрица Е коммутативна с любой квадратной матрицей того же порядка, причем А Е=Е А=А.
Пример 1.1.1. Найти произведение А х В матриц
[image: ]
Решение
[image: ]

Выполнение умножения матриц 
с помощью функции EXCEL МУМНОЖ 
    Эта функция возвращает произведение матриц (матрицы хранятся в массивах). Результатом является массив с таким же числом строк, как массив 1, и с таким же числом столбцов, как массив 2.
Синтаксис 
МУМНОЖ (массив 1 ,массив 2) 
Массив 1, массив 2 - это перемножаемые массивы. 
• Количество столбцов аргумента массив 1 должно быть таким же, как количество строк аргумента массив 2, и оба массива должны содержать только числа; 
• Массив 1 и массив 2 могут быть заданы как интервалы, массивы констант или ссылки 
• Если хотя бы одна ячейка в аргументах пуста или содержит текст или если число столбцов в аргументе массив 1 отличается от числа строк в аргументе массив 2, то функция МУМНОЖ возвращает значение ошибки #ЗНАЧ!
Решение примера 1.1.1 в EXCEL
[image: ]

Рис. 1.1.3. В ячейках G2:H3 приведен результат умножения матриц
Примеры
МУМН0Ж({1;3 :7;2j; {2;0 : 0;2}) равняется {2;6 : 14;4}.
МУМНОЖ({3;0:2;0|; (2;0 : 0;2)) равняется {6;0:4;0}.
МУМНОЖ({1;3;0 : 7;2;0 : 1;0;0}; {2;0 : 0;2}) равняется #ЗНАЧ!, поскольку массив 1 имеет три столбца, а массив 2 - только две строки.


    Пример 1.1.2. Ателье выпускает три вида изделий: брюки, юбки и жилеты, используя два вида тканей: шерстяную и подкладочную. Нормы расхода тканей характеризуются матрицей А.
[image: ]
    Определить: а) количество метров тканей (D), необходимое для следующего выпуска изделий
	
         150
В =   160
          40

	
Брюки
Юбки
Жилеты



б) общую стоимость тканей (5), если известна цена 1 м. С -(450 130).

Решение:
[image: ]
[image: ]
Рис. 1.1.4. Вычисление вектора D.
Общая стоимость тканей составит 188 030 руб.
                                           354
S = С • D = (450 130) *       221       = 188 030.
[image: ]
Рис. 1.1.5. Вычисление общей стоимости тканей.
    Транспонирование матрицы - это такое преобразование, при котором строки заменяются соответствующими столбцами. Обозначение транспонированной матрицы А', Ат.

Транспонирование матриц
с использованием функции EXCEL ТРАНСП

    Эта функция возвращает вертикальный диапазон ячеек в виде горизонтального и наоборот. Функция ТРАНСП должна быть введена как формула массива в интервал, который имеет столько же строк и столбцов, сколько их имеет аргумент массив. Функция ТРАНСП используется для того, чтобы поменять ориентацию массива на рабочем листе с вертикальной на горизонтальную и наоборот. Например, некоторые функции, такие как ЛИНЕИН, возвращают горизонтальные массивы. Функция ЛИНЕЙН возвращает горизонтальный массив, содержащий данные о наклоне прямой и ее пересечении с осью координат Y. Следующая формула возвращает вертикальный массив, получаемый из горизонтального массива, возвращаемого функцией ЛИНЕИН:
    ТРАНСП(ЛИНЕИН(изв_знач_у,изв_знач_х))
Синтаксис
ТРАНСП(массив)
    Массив - это транспонируемый массив или диапазон ячеек на рабочем листе. Массив может быть интервалом ячеек. Транспонирование массива заключается в том, что первая строка массива становится первым столбцом нового массива, вторая строка массива становится вторым столбцом нового массива, и так далее.


Пример. Предположим, что ячейки А1:С1 содержат значения 1, 2 и 3 соответственно. Если следующая формула введена как формула массива
в ячейки АЗ:А5, то: 
ТРАНСП($А$1:$С$1) равняется тем же значениям 1, 2, 3 в ячейках АЗ:А5.
    Вычисление определителей
Определение. Определителем n-го порядка, соответствующим матрице
[image: ]

называется алгебраическая сумма л! членов, каждый из которых есть произведение п элементов матрицы, взятых по одному из каждой строки и из каждого столбца, причем каждый такой член берется со знаком плюс, если его индексы составляют четную перестановку, и со знаком минус - в противоположном случае:
[image: ]

где суммирование распространяется на всевозможные перестановки (α1, α2,...,αn из n чисел.
    Вычисление определителей л-го порядка производится на основании свойств определителей и следующей теоремы: определитель равен сумме произведений элементов любой строки (столбца) на их алгебраические дополнения:
[image: ]

Алгебраическое дополнение Аη элемента аη равно: Аη = (-1)t+1+Мtj;  где Мtj - минор элемента аη.






Вычисление определителя матриц с помощью функции EXCEL МОПРЕД
МОПРЕД
Возвращает определитель матрицы (матрица хранится в массиве).
Синтаксис
МОПРЕД (массив)
    Массив - это числовой массив с равным количеством строк и столбцов.
• Массив может быть задан как интервал ячеек, например, А1:СЗ или как массив констант, например, {1;2;3 : 4;5,6 : 7;8;9), или как имя, называющее интервал или массив.
• Если какая-либо ячейка в массиве пуста или содержит текст, то функция МОПРЕД возвращает значение ошибки #ЗНАЧ!.
• МОПРЕД также возвращает значение ошибки #ЗНАЧ!, если массив имеет неравное количество строк и столбцов.
Замечания
• Определитель матрицы - это число, вычисляемое на основе значений элементов массива. Для массива А1:СЗ, состоящего из трех строк и трех столбцов, определитель вычисляется следующим образом. МОПРЕД(А1 СЗ) равняется А1·(В2·СЗ-В3·С2) + А2·(ВЗ·С1 -В1·СЗ) + A3· (В1· С2-В2·С1).
• Определители матриц обычно используются при решении систем уравнений с несколькими неизвестными.

Пример 1.1.3. Вычисление определителя матрицы из примера 1.1.1
[image: ]
Рис. 1.1.6. Первый шаг выполнения функции МОПРЕД
[image: ]
Рис. 1.1.7. Второй шаг - интервал ячеек задан, следует нажать кнопку ОК
[image: ]
Рис. 1.1.8. В ячейке Dl появился результат вычислений
Примеры
МОПРЕД({1;3;8;5: 1;3;6;1 : 1;1;1;0 : 7;3;10;2}) равняется 88.
МОПРЕД({3,6;1 : 1,1;0 * 3;10;2}) равняется 1.
МОПРЕД({3,6 : 1;1}) равняется-3.
МОПРЕД({1;3,8;5 : 1;3;6;1}) равняется #ЗНАЧ!, так как массив имеет неравное количество строк и столбцов.

Вычисление обратной матрицы
Определение. Квадратная матрица А-1 порядка п называется обратной
матрице А, если она удовлетворяет соотношению:
А-1· А=А·А-1 = Е
    Квадратная матрица А порядка п называется невырожденной (неособенной), если ее определитель отличен от нуля. В противном случае матрица А называется особенной (вырожденной).
    Для всякой невырожденной матрицы А = (аij)тп существует единственная обратная матрица, равная 
[image: ]
где А * - присоединенная матрица, каждый элемент которой есть алгебраическое дополнение элемента аij матрицы А, т е.
[image: ]

Пример 1.1.4. Вычислить обратную матрицу для матрицы А


Решение. Вычислим определитель матрицы (пример 1.1.3): IАI = -10≠0. Определитель матрицы А отличен от нуля, следовательно, для матрицы А существует единственная обратная матрица. Вычислим присоединенную матрицу A*:
А11 = 8, А12 = - 6, А22 = 4, А21 = -7,




    Проверкой убеждаемся, что A·A1 = Е.
    Обратную матрицу можно вычислить на основании следующих элементарных преобразований (преобразований Жордана-Гаусса) над строками матрицы:
1) перемена местами двух строк;
2) умножение строки матрицы на любое число, отличное от нуля;
3) прибавление к одной строке матрицы другой строки, умноженной
на любое число.
    Для того, чтобы вычислить обратную матрицу для матрицы А, необходимо
составить матрицу В = (А I Е), затем с помощью элементарных преобразований преобразовать матрицу А к виду единичной матрицы Е,
тогда на месте единичной матрицы получим матрицу A-1 .

Пример 1.1.5.  Вычислить обратную матрицу для матрицы А



Решение. Составим матрицу В(0) вида:

    Элемент и первую строку, содержащую данный элемент, назовем направляющими. Осуществим элементарные преобразования, в результате которых первый столбец преобразуется в единичный с единицей в первой строке. Для этого ко второй и третьей строкам прибавим первую строку, соответственно умноженную на 1 и -2. В результате данных преобразований получим матрицу:


    В матрице B(1) преобразуем второй столбец в единичный. В качестве направляющего элемента выберем элемент   . Так как направляющий элемент      , то разделим вторую (направляющую) строку на 9. Затем к первой строке прибавим вторую, умноженную на-3. Получим матрицу:


   Третий столбец матрицы B(2) преобразуем в единичный. В качестве направляющего элемента выбираем элемент    . Делим направляющую (третью) строку на 4 и ко второй строке прибавляем третью,
умноженную на -4. Получим матрицу:


	
откуда


Вычисление обратной матрицы
с помощью функции EXCEL МОБР
МОБР
Возвращает обратную матрицу для матрицы, хранящейся в массиве.
Синтаксис
МОБР(массив)
• Массив может быть задан как диапазон ячеек, например А1:СЗ;как массив констант, например {1;2;3 : 4;5;6 : 7;8;9} или как имя Диапазона или массива.
• Если какая-либо из ячеек в массиве пуста или содержит текст, то функция МОБР возвращает значение ошибки #ЗНАЧ!.
• МОБР также возвращает значение ошибки #ЗНАЧ!, если массив имеет неравное число строк и столбцов.
Замечания
• Формулы, которые возвращают массивы, должны быть введены как формулы массива.
• Обратные матрицы, как и определители, обычно используются для решения систем уравнений с несколькими неизвестными. Произведение матрицы на ее обратную - это единичная матрица, т.е. квадратный массив, у которого диагональные элементы равны 1. а все остальные элементы равны 0.
• В качестве примера того, как вычисляется обратная матрица, рассмотрим массив из двух строк и двух столбцов А1:В2, который содержит буквы а, Ь, с и d, представляющие любые четыре числа. В следующей таблице приведена обратная матрица для А1:В2:
	
	Столбец А
	Столбец В

	Строка 1
	d/(a • d-b • с)
	b/(b• с-a•d)

	Строка 2
	с/(b • с - а • d)
	a/(a•d-b• с)



• МОБР производит вычисления с точностью до 16 значащих цифр, что может привести к небольшим численным ошибкам округления.
• Некоторые квадратные матрицы не могут быть обращены, в таких
случаях функция МОБР возвращает значение ошибки #ЧИСЛО!. Определитель такой матрицы равен 0.
[image: ]

Рис. 1.1.9. Массив задан как диапазон ячеек А2:ВЗ, выделен диапазон для размещения обратной матрицы, введена формула для вычислений. Затем следует нажать клавиши CTRL+SHIFT+ENTER.

[image: ]

Рис. 1.1.10. Результат вычислений в ячейках D2:E3.
Примеры
МОБР({4;-1 : 2;0}) равняется {0;0,5 : -1;2)
МОБР({1;2;1 : 3;4;-1 : 0;2;0}) равняется
{0,25;0,25;-0,75 : 0;0;0,5 : 0,75;-0,25;-0,25)





1.2. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ С ПОМОЩЬЮ
ТЕОРЕМЫ КРАМЕРА И С ПОМОЩЬЮ ОБРАТНОЙ МА ТРИЦЫ

Правило Крамера применяется при решении системы n линейных уравнений с п неизвестными, определитель которой отличен от нуля. Решение системы линейных уравнений находится по формуле Крамера:
[image: ]
[image: ]
Пример 1.2.1. Решить систему уравнений по правилу Крамера.
Х1+Х2 + Х3 + Х4=10,
X1 — Х2 + Х3 — Х4 = —2,
2Х1-ЗХ2 + 4Х3 + Х4=12,
ЗХ1 + 4Х2 - ЗХ3 + 9Х4 = 38.
Решение. Вычислим определитель системы, используя функцию МОПРЕД:
[image: ]
[image: ]

Рис. 1.2.1. Определитель системы \А\ =-68.
    Определитель системы \А\ * О, следовательно, система совместна и обладает единственным решением. Вычислим определители \Aj\, j = 1.. .4.
[image: ]
Рис. 1.2.2. Определитель \А\\ = - 68.
    Аналогично вычисляем определители |А2|; |А3|; |А4|: 
|А2| = -136, |А3| = -204, \А4\ = -272.
    Решение системы имеет вид:
[image: ]


Решение системы уравнений с помощью обратной матрицы

    С помощью обратной матрицы решаются системы п линейных уравнений с п неизвестными, определитель которых отличен от нуля. Для этого систему линейных уравнений [image: ]   запишем в виде матричного уравнения А·Х = В, где А = (аij) - квадратная матрица порядка п, составленная из коэффициентов при неизвестных. Решение матричного уравнения имеет вид: X = А-1 ·В.

Пример 1.2.2. Решить систему линейных уравнений матричным методом.     
3X1 – X2 = 1
2X1 + X2 – 3X3 = -5
X1 + 2X2 + X3 = 8




Решение. Представим данную систему в виде матричного уравнения:


[image: ]
Рис. 1.2.4. Шаг 2 Найдем неизвестную матрицу X = А1 *В
Откуда получаем решение системы: Х1 = 1, Х2 = 2, Х3 =3.

1.3. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
МЕТОДОМ ЖОРДАНА-ГА УССА

Рассмотрим систему т линейных уравнений с п неизвестными:
[image: ]

    Решением системы линейных уравнений называется совокупность п чисел α1, α2, ..., αn, таких, что при подстановке их вместо неизвестных каждое уравнение обращается в тождество.
    Система линейных уравнений называется совместной, если существует хотя бы одно ее решение. Система, не имеющая ни одного решения, называется несовместной.
    Совместные системы подразделяются на определенные, имеющие единственное решение, и неопределенные, имеющие бесконечное множество
решений.
   Каждой системе линейных уравнений поставим в соответствие матрицу А из коэффициентов и расширенную матрицу , полученную присоединением
к матрицей столбца свободных членов:
[image: ]
    Над строками расширенной матрицы  осуществляем следующие преобразования:
• перестановка любых двух уравнений;
• умножение обеих частей одного из уравнений на любое отличное от нуля число;
• прибавление к обеим частям одного уравнения соответствующих частей другого, умноженных на любое число, отличное от нуля;
• вычеркивание нулевой строки (уравнения с нулевыми коэффициентами и свободным членом, равным 0).
   Можно показать, что элементарные преобразования переводят данную систему уравнений в эквивалентную систему. Две системы линейных уравнений называются эквивалентными, или равносильными, если каждое решение первой системы (если они существуют) является решением второй, и наоборот. Соответствующие расширенные матрицы также называются эквивалентными.
    При практическом решении системы линейных уравнений методом Жордана-Гаусса последовательно над строками матрицы А выполняют элементарные преобразования, так что некоторое неизвестное исключается
из всех уравнений, кроме одного, т.е. в составе расширенной матрицы формируется единичная матрица. В процессе решения могут встретиться следующие случаи.
1. Будет получена матрица А, эквивалентная матрице А, в левой части некоторой строки ее стоят нули, а в правой — число, отличное от нуля, что соответствует уравнению:
[image: ]

Это признак несовместности системы (1.3.1), т.е. система не имеет решений.
2. В результате преобразований получилась матрица вида:
[image: ]
    В этом случае система (1.3.1) - совместная, определенная и имеет единственное решение: [image: ]   
3. На некотором этапе получилась расширенная матрица вида  
[image: ]
Система совместна и имеет бесчисленное множество решений.
Общее решение системы можно записать в виде:
[image: ]
    Придавая каждой из стоящих в правых частях равенств переменных  [image: ] произвольные значения, будем получать частные решения системы.  
    Неизвестные Х1, Х2, ..., Xn , называются базисными, или основными, они соответствуют линейно-независимым векторам A1, ...,Аn.
    Таким образом, любые г переменных называются базисными (основными), если определитель матрицы коэффициентов при них отличен от нуля, а остальные (и - г) переменных называются свободными, или неосновными. Базисным решением системы уравнений называется частное решение, в котором неосновные переменные имеют нулевые значения. Каждому разбиению на основные и неосновные переменные соответствует одно базисное решение, а количество способов разбиения не превышает величины
[image: ]
    Если все компоненты базисного решения неотрицательны, то такое решение называется опорным.

    Пример 1.3.1. Решить методом Жордана-Гаусса систему линейных уравнений:
[image: ]
Решение. Составим расширенную матрицу
[image: ]
1.  Итерация.
В качестве направляющего элемента выбираем элемент [image: ]. Преобразуем первый столбец в единичный. Для этого ко второй и третьей строкам прибавляем первую строку, соответственно умноженную на - 2 и - 4.
Получим матрицу:  
[image: ]
2. Итерация
Выбираем направляющий элемент [image: ]. Так как [image: ], то делим
вторую строку на -3. Затем умножаем вторую строку на 1 и 3 и складываем
соответственно с первой и третьей строками. Получим матрицу:  
[image: ]

3. Итерация
Выбираем направляющий элемент [image: ]. Так как  [image: ]  , то делим третью строку на -2. Преобразуем третий столбец в единичный. Для этого умножаем третью строку на - 4/3 и -2/3 и складываем соответственно с первой и второй строками. Получим матрицу:
[image: ]



Пример 1.3.2. Решить методом Жордана-Гаусса систему линейных уравнений:
[image: ]

Переменные Х1 Х2, Х3, являются основными (или базисными). Любое частное решение получается из общего путем придания конкретных значений свободным переменным. Если свободные переменные Х4 и Х5 положить равными нулю, то получим первое базисное решение [image: ] [image: ]
Первое базисное решение имеет вид: (1, 3, 2, 0, 0).
Общее число групп основных переменных, т.е. базисных решений, [image: ]


Решение примера 1.3.3 в EXCEL
В среде EXCEL общее число групп можно определить с помощью функции ЧИСЛКОМБ. ЧИСЛКОМБ Возвращает количество комбинаций для заданного числа объектов. 
Функция ЧИСЛКОМБ используется для определения числа всех возможных сочетаний объектов в группы. 
Синтаксис 
ЧИСЛКОМБ (число; число_выбранных) 
Число - это число объектов. 
Число_выбранных - это число объектов в каждой комбинации. 
Замечания 
• Числовые аргументы усекаются до целых. 
• Если любой из аргументов не число, то ЧИСЛКОМБ возвращает значение ошибки #ИМЯ?. 
• Если число < 0 или число_выбранных < 0, или число < число_выбранных, то функция ЧИСЛКОМБ возвращает значение ошибки #ЧИСЛО!. 
• Комбинацией считается любое множество или подмножество объектов, безотносительно к их порядку. Комбинации отличаются от перестановок, для которых порядок существенен. 
• Число комбинаций определяется следующим образом, где число равно n и число_выбранных равно k:
[image: ]
где
[image: ]





На рис 1 3 1 показано, как использовать эту функцию

[image: ]

Рис. 1.3.1. Число сочетаний из 5 по 3 равно

В нашем примере число базисных решений равно 7, так как три группы переменных: третья, седьмая и девятая - не могут быть базисными, потому что определитель матрицы коэффициентов при них равен нулю (см. табл. 1.3 1).
Рассмотрим по шагам получение всех базисных решений с помощью EXCEL, начиная с первого Х1 Х2, Х3. 
1. Матрица коэффициентов при Х1 Х2, Х3
[image: ]
находится в ячейках B7:D9, выделен диапазон для размещения обратной матрицы B11:D13, введена формула для вычислений (рис.1 3.2)
2. Затем следует нажать клавиши CTRL+SHIFT+ENTER. В диапазоне B11:D13 размещена обратная матрица (рис. 1.3.3):
[image: ]
3. Для получения решения системы уравнений необходимо умножить полученную обратную матрицу на вектор-столбец свободных членов   [image: ]
На рис. 1.3.4 показан выделенный диапазон для результата умножения и введена функция. Затем следует нажать клавиши CTRL+SHEFT+ENTER. 
В диапазоне F11:F13 получено первое базисное решение системы 
уравнений Х1= 1, Х2 = 2, Х3 = 2, Х4 = 0, Х5 = 0 (см. рис. 1.3.5).

[image: ]

Рис. 1.3.2. Выделен диапазон для размещения обратной матрицы в ячейках B11:D13, введена формула для вычислений
[image: ]

Рис. 1.3.3. В диапазоне B11:D13 размещена обратная матрица.

[image: ]

Рис. 1.3.4. Умножение обратной матрицы на вектор-столбец свободных членов.

[image: ]

Рис. 1.3.5. В диапазоне F11:F13 получено решение

Для получения второго базисного решения для переменных Х1, X2, Х4, выполняем указанную последовательность действий (рис. 1.3.6). 
Второе базисное решение имеет вид: (0.333; 1.667; 0; 0.333; 0).

[image: ]

Рис. 1.3.6. Полечено второе базисное решение

Для третьей группы переменных Х1, X2, X5 нельзя найти базисное решение, потому что определитель равен нулю (рис. 1.3.7).
[image: ]

Рис. 1.3.7. В ячейке ВЗЗ результат выполнения функции МОПРЕД - определитель равен нулю

В табл. 1.3.1 содержатся результаты вычислений по всем 10 группам переменных, т.е. результат решения примера 1 3.3. Шестой столбец таблицы содержит базисные решения. 

Таблица 1.3.1
[image: ]
Продолжение
[image: ]

Окончание
[image: ]

1.4. ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
МЕЖОТРАСЛЕВОГО БАЛАНСА
(МОДЕЛЬ «ЗАТРАТЫ-ВЫПУСК»)
Эффективное функционирование экономики предполагает наличие баланса между отдельными отраслями. Каждая отрасль при этом выступает двояко: с одной стороны, как производитель некоторой продукции, а с другой - как потребитель продуктов, вырабатываемых другими отраслями. Для наглядного выражения взаимной связи между отраслями используют таблицы определенного вида, которые называют таблицами межотраслевого баланса. Впервые таблица межотраслевого баланса была опубликована в 1926 г. в России. Однако вполне развитая математическая модель межотраслевого баланса (МОБ), допускающая широкие возможности анализа и прогноза, появилась позже (1936) в трудах американского экономиста В. Леонтьева. 
Мы рассмотрим наиболее простой вариант модели межотраслевого баланса (модель Леонтьева, или модель «затраты-выпуск»). 
Алгебраическая теория анализа «затраты-выпуск» сводится к системе линейных уравнений, в которых параметрами являются коэффициенты затрат на производство продукции. 
Пусть весь производственный сектор народного хозяйства разбит на n чистых отраслей. Чистая отрасль (это условное понятие) - некоторая часть народного хозяйства, более или менее цельная (например, энергетика, машиностроение, сельское хозяйство и т.п.).
Пусть xn - количество продукции i-й отрасли, расходуемое в j-й отрасли; X1 - объем производства i-й отрасли за данный промежуток времени, так называемый валовой выпуск продукции i; y1 - объем потребления продукции i-й отрасли в непроизводственной сфере, объем конечного потребления; Z1 - условно чистая продукция, которая включает оплату труда, чистый доход и амортизацию.
Единицы измерения всех указанных величин могут быть или натуральными (кубометры, тонны, штуки и т.п.), или стоимостными. В зависимости от этого различают натуральный и стоимостной межотраслевые балансы. Мы будем рассматривать стоимостной баланс.
В табл. 1.4.1 отражена принципиальная схема межотраслевого баланса в стоимостном выражении.
Во-первых, рассматривая схему баланса по столбцам, можно сделать очевидный вывод, что итог материальных затрат любой потребляющей отрасли и ее условно чистой продукции равен валовой продукции этой отрасли. Данный вывод можно записать в виде соотношения:
[image: ]
Напомним, чго величина условно чистой продукции Z; равна сумме амортизации, оплаты труда и чистого дохода j-й отрасли. Соотношение (1.4 1) охватывает систему из n уравнений, отражающих стоимостной состав продукции всех отраслей материальной сферы.
Во-вторых, рассматривая схему МОБ по строкам для каждой производящей отрасли, можно видеть, что валовая продукция той или иной отрасли равна сумме материальных затрат потребляющих ее продукцию отраслей и конечной продукции данной отрасли:
[image: ]
Формула (1.4.2) описывает систему из п уравнений, которые называются уравнениями распределения продукции отраслей материального производства по направлениям использования. 
Таблица 1.4.1
[image: ]
      
Балансовый характер таблицы выражается в том, что
[image: ]
Основу экономико-математической модели МОБ составляет матрица коэффициентов прямых затрат А - (аn).
Коэффициент прямых материальных затрат ац показывает, какоe количество продукции i-й отрасли необходимо, если учитывать только прямые затраты, для производства единицы продукции j-й отрасли
[image: ]
Для дальнейшего рассмотрения модели Леонтьева сделаем два важных предположения.
Первое состоит в том, что сложившуюся технологию производства считаем неизменной. Таким образом, матрица A = (аn) постоянна.
Второе состоит в постулировании свойства линейности существующих технологий, т.е. для выпуска j-й отраслью любого объема продукции X1, необходимо затратить продукцию отрасли i в количестве aijХ1 т.е. материальные издержки пропорциональны объему производимой продукции:
[image: ]
Подставляя (1.4.4) в балансовое соотношение (1.4.2), получаем
[image: ]
или в матричной форме
[image: ]
С помощью этой модели можно выполнять три вида плановых расчетов. 
• Задав в модели величины валовой продукции каждой отрасли (X1), можно определить объемы конечной продукции каждой отрасли (У1):
[image: ]
• Задав величины конечной продукции всех отраслей (У1), можно определить величины валовой продукции каждой отрасли (X1):
[image: ]
• Для ряда отраслей задав величины валовой продукции, а для всех остальных - объемы конечной продукции, можно найти величины конечной продукции первых отраслей и объемы валовой продукции вторых.
В формулах (1.4.7) и (1.4.8) Е обозначает единичную матрицу n-го порядка, а (Е - А)1 обозначает матрицу, обратную матрице (Е - А). Если определитель матрицы (Е - А) не равен нулю, т.е. эта матрица невырожденная, то обратная к ней матрица существует. Обозначим эту обратную матрицу через 
В=(Е - А)-1, тогда систему уравнений в матричной форме (1.4.8) можно за­
писать в виде X = B*Y.
Элементы матрицы В называются коэффициентами полных материальных затрат. Они показывают, сколько всего нужно произвести продукции i-й отрасли для выпуска в сферу конечного использования единицы продукции j-й отрасли.
Плановые расчеты по модели Леонтьева можно выполнять, если выполняется условие продуктивности.
Будем называть неотрицательную матрицу А продуктивной, если существует такой неотрицательный вектор Х >= 0, что
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Очевидно, что условие (1.4.9) означает существование положительного вектора конечной продукции Y > 0 для модели межотраслевого баланса (1.4.6).
Для того, чтобы матрица коэффициентов прямых материальных затрат А была продуктивной, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из перечисленных ниже условий:
1. Матрица (Е - А) неотрицательно обратима, т.е. существует обратная матрица (Е - А)-1 >= 0;
2. Матричный ряд [image: ] сходится, причем его сумма равна обратной матрице (Е - А)-1;
3. Все главные миноры матрицы (Е - А), т.е. определители матриц, образованные элементами первых строк и первых столбцов этой матрицы порядка от 1 до n, положительны.
Более простым, но только достаточным признаком продуктивности матрицы А является ограничение на величину ее нормы, т.е. на величину наибольшей из сумм элементов матрицы А в каждом столбце. Если норма матрицы А строго меньше единицы, то эта матрица продуктивна; повторим, что данное условие является только достаточным, и матрица A может оказаться продуктивной и в случае, когда ее норма больше единицы.
Пример 1.4.1. Даны коэффициенты прямых затрат аij и конечный продукт Y1 для трехотраслевой экономической системы:
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Требуется определить: 
1. Коэффициенты полных затрат. 
2. Вектор валового выпуска. 
3. Межотраслевые поставки продукции. 
4. Проверить продуктивность матрицы А. 
5. Заполнить схему межотраслевого баланса. 
Для решения задачи воспользуемся функциями EXCEL. 

Таблица 1.4.2
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Окончание
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В табл. 1.4.2 приведены результаты решения задачи по первым трем пунктам.
1. В ячейки B6:D8 запишем элементы матрицы Е - А. Массив Е – А задан как диапазон ячеек. Выделим диапазон B10:D12 для размещения обратной матрицы В = (Е - А)-1 и введем формулу для вычислений MOBP(B6:D8). Затем следует нажать клавиши CTRL+SHIFT+ENTER. Все элементы матрицы коэффициентов полных затрат В неотрицательны, следовательно, матрица А продуктивна (ответ на п. 1 и 4).
2. В ячейки G10:G12 запишем элементы вектора конечного продукта Y. Выделим диапазон В15:В17 для размещения вектора валового выпуска X, вычисляемого по формуле X = (Е - А)-1 * Y. Затем вводим формулу для вычислений MYMHOЖ(B10:D12,G10:G12). Затем следует нажать клавиши CTRL+SHIFT+ENTER.
3. Межотраслевые поставки Хij вычисляем по формуле хij = аij * Хj
4. Заполняем схему МОБ (табл. 1.4.3). 
Таблица 1.4.3
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ГЛАВА 2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ С ПОМОЩЬЮ
ПОИСКА РЕШЕНИЙ В СРЕДЕ EXCEL

2.1. ОБЩАЯ ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ. 
ПРИМЕРЫ ЗАДА Ч ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
    В экономике оптимизационные задачи возникают в связи с многочисленностью возможных вариантов функционирования конкретного 
экономического объекта, когда возникает ситуация выбора варианта, наилучшего по некоторому правилу, критерию, характеризуемому соответствующей целевой функцией (например, иметь минимум затрат, максимум продукции). Рассмотрим несколько примеров задач линейного программирования (ЗЛП).

Задача о размещении средств
    Пусть собственные средства банка вместе с депозитами в сумме составляют 100 млн. долл. Часть этих средств, но не менее 35 млн долл., должна быть размещена в кредитах. Кредиты являются неликвидными  активами банка, так как в случае непредвиденной потребности в наличности обратить кредиты в деньги без существенных потерь невозможно. 
Другое дело ценные бумаги, особенно государственные. Их можно в любой момент продать, получив некоторую прибыль или, во всяком случае, без большого убытка. Поэтому существует правило, согласно которому коммерческие банки должны покупать в определенной пропорции ликвидные активы - ценные бумаги, чтобы компенсировать неликвидность кредитов. В нашем примере ликвидное ограничение таково: ценные бумаги должны составлять не менее 30% средств, размещенных в кредитах и ценных бумагах.
Обозначим через X1 средства (млн. долл.), размещенные в кредитах, через X2 - средства, вложенные в ценные бумаги. Цель банка состоит в том, чтобы получить максимальную прибыль от кредитов и ценных бумаг: f(x) = С1*Х1 + С2*Х2, где С1 - доходность кредитов, С2 - доходность ценных бумаг.
Целевая функция - это выражение, которое необходимо максимизировать: f(x) = 9*X1 + 6*Х2.
Имеем следующую систему линейных ограничений: 
1. X1 + Х2 < 100 - балансовое ограничение; 
2. X1 > 35 - кредитное ограничение; 
3. Х2 > 0.3*(Х1 + Х2) - ликвидное ограничение; 
4. X1 >= 0, Х2 >= 0.

Задача оптимального использования ресурсов
Фабрика имеет в своем распоряжении определенное количество ресурсов: рабочую силу, деньги, сырье, оборудование, производственные площади и т.п. Допустим, например, ресурсы трех видов: рабочая сила, сырье и оборудование - имеются в количестве соответственно 80 (чел/дней), 480 (кг) и 130 (станко/ч). Фабрика может выпускать ковры четырех видов. Информация о количестве единиц каждого ресурса, необходимых для производства одного ковра каждого вида, и доходах, получаемых предприятием от единицы каждого вида товаров, приведена в таблице.
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Требуется найти такой план выпуска продукции, при котором будет максимальной общая стоимость продукции. 
Обозначим через Х1, Х2, Х3, Х4 количество ковров каждого типа.
Экономико-математическая модель задачи. 
Целевая функция - это выражение, которое необходимо максимизировать: f(x) = 3*Х1 + 4*Х2 + 3*Х3 + Х4. 
Ограничения по ресурсам 
7*Х1 + 2*Х2 + 2*Х3 + 6*Х4 < 80, 
5*Х1 + 8*Х2 + 4*Х3 + 3*Х4 < 480, 
2*Х1 + 4*Х2 + Х3 + 8*Х4 < 130, 
Х1, Х2, Х3, Х4 >= 0

Задача о размещении производственных заказов
Необходимо в планируемом периоде обеспечить производство 300 тыс. однородных новых изделий, которые могут выпускаться на четырех филиалах предприятия. Для освоения этого нового вида изделий нужны определенные капитальные вложения. Разработанные для каждого филиала предприятия проекты освоения нового вида изделия характеризуются величинами удельных капитальных вложений и себестоимостью единицы продукции в соответствии с таблицей.
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Себестоимость производства и удельные капиталовложения для каждого из филиалов условно приняты постоянными, т.е. потребность в капитальных вложениях и общие издержки будут изменяться пропорционально изменению объемов производства изделий.
Предположим, что на все филиалы предприятие для освоения 300 тыс. новых изделий может выделить 18 млн. руб. Необходимо найти такой вариант распределения объемов производства продукции и капитальных вложений по филиалам, при котором суммарная стоимость изделий будет минимальной.
Модель задачи. 
Введем следующие обозначения:
i - номер филиала (i = 1, ..., n; n = 4); 
Xi - объем выпускаемой продукции на i-м филиале предприятия; 
T - суммарная потребность в изделиях (Т = 300 тыс. шт.); 
К - выделяемые капиталовложения (К = 18 млн. руб.); 
Сi - себестоимость производства продукции на i-м филиале предприятия; 
ki - удельные капитальные вложения на единицу продукции на i-м филиале. 
Экономико-математическая модель задачи в символах будет иметь вид:
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С учетом имеющихся данных модель задачи примет вид:
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ограничения
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2.2. ТЕХНОЛОГИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ С ПОМОЩЬЮ
ПОИСКА РЕШЕНИЙ
Поиск решения - это надстройка EXCEL, которая позволяет решать оптимизационные задачи. Если в меню Сервис отсутствует команда Поиск решения, значит, необходимо загрузить эту надстройку. Выберите команду Сервис => Надстройки и активизируйте надстройку Поиск решения. Если же этой надстройки нет в диалоговом окне Надстройки, то вам необходимо обратиться к панели управления Windows, щелкнуть на пиктограмме Установка и удачение программ и с помощью программы установки EXCEL (или Office) установить надстройку Поиск решения. 
Для решения задачи необходимо: 
1. Создать форму для ввода условий задачи. 
2. Указать адреса ячеек, в которые будет помещен результат решения (изменяемые ячейки). 
3. Ввести исходные данные. 
4. Ввести зависимость для целевой функции. 
5. Ввести зависимости для ограничений. 
6. Указать назначение целевой функции (установить целевую ячейку). 
7. Ввести ограничения. 
8. Ввести параметры для решения ЗЛП.
Рассмотрим на примере задачи 2.1.2 технологию решения Задачи оптимального использования ресурсов. 
1. Для задачи 2.1.2 подготовим форму для ввода условий (см. рис. 2.2.1). 
2. В нашей задаче оптимальные значения вектора X = (Х1, Х2, Х3, Х4) будут помещены в ячейках ВЗ:ЕЗ, оптимальное значение целевой функции - в ячейке F4. 
3. Введем исходные данные в созданную форму. Получим результат, показанный на рис. 2.2.2.
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Рис. 2.2.1. Введена форма для ввода данных.
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Рис. 2.2.2. Данные введены
4. Введем зависимость для целевой функции: 
· Курсор в F4. 
· Курсор на кнопку Мастер функций. 
· Ml. На экране диалоговое окно Мастер функций шаг 1 из 2. 
· Курсор в окно Категория на категорию Математические. 
· Ml. 
· Курсор в окно Функции на СУММПРОИЗВ. 
· Ml. 
· В массив 1 ввести В$3:Е$3. 
· В массив 2 ввести В4:Е4. 
· Готово. На экране: в F4 введена функция, как показано на рис. 2.2.3. 
5. Введем зависимость для левых частей ограничений: 
· Курсор в F4. 
· Копировать в буфер. 
· Курсор в F7. 
· Вставить из буфера. 
· Курсор в F8. 
· Вставить из буфера. 
· Курсор в F9. 
· Вставить из буфера. 
На этом ввод зависимостей закончен.
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Рис. 2.2.3. Вводится функция для вычисления целевой функции

Запуск Поиска решения
После выбора команд Сервис => Поиск решения появится диалоговое окно Поиск решения.
В диалоговом окне Поиск решения есть три основных параметра: 
· Установить целевую ячейку 
· Изменяя ячейки 
· Ограничения
Сначала нужно заполнить поле «Установить целевую ячейку». Во всех задачах для средства Поиск решения оптимизируется результат в одной из ячеек рабочего листа. Целевая ячейка связана с другими ячейками этого рабочего листа с помощью формул. Средство Поиск решения использует формулы, которые дают результат в целевой ячейке, для проверки возможных решений. Можно выбрать поиск наименьшего или наибольшего значения для целевой ячейки или же установить конкретное значение.
Второй важный параметр средства Поиск решения - это параметр Изменяя ячейки. Изменяемые ячейки - это те ячейки, значения в которых будут изменяться для того, чтобы оптимизировать результат в целевой ячейке. Для поиска решения можно указать до 200 изменяемых ячеек. К изменяемым ячейкам предъявляется два основных требования: они не должны содержать формул, и изменение их значений должно отражаться на изменении результата в целевой ячейке. Другими словами, целевая ячейка зависима от изменяемых ячеек.
Третий параметр, который нужно вводить для Поиска решения - это Ограничения. 
6. Назначение целевой функции (установить целевую ячейку). 
· Курсор в поле «Установить целевую ячейку». 
· Ввести адрес $F$4. 
· Ввести направление целевой функции: Максимальному значению. 
Ввести адреса искомых переменных: 
· Курсор в поле «Изменяя ячейки». 
· Ввести адреса В$3:Е$3. 
7. Ввод ограничений. 
· Курсор в поле «Добавить». Появится диалоговое окно Добавление ограничения (рис. 2.2.4). 
· В поле «Ссылка на ячейку» ввести адрес $F$7. 
· Ввести знак ограничения <=. 
· Курсор в правое окно. 
· Ввести адрес $Н$7. 
· Добавить. На экране опять диалоговое окно Добавление ограничения. 
· Ввести остальные ограничения. 
· После ввода последнего ограничения ввести ОК. 
На экране появится диалоговое окно Поиск решения с введенными условиями (рис. 2.2.5).
8. Ввод параметров для решения ЗЛП (рис. 2.2.6). 
· Открыть окно Параметры поиска решения. 
· Установить флажок Линейная модель, что обеспечивает применение симплекс-метода. 
· Установить флажок Неотрицательные значения.
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Рис. 2.2.4. Ввод правых и левых частей ограничений.

Рис. 2.2.5. Введены все условия для решения задачи.
· ОК. (На экране диалоговое окно Поиска решения). 
· Выполнить. (На экране диалоговое окно Результаты поиска решения - рис. 2.2.7).
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Рис. 2.2.6. Ввод параметров.
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Рис. 2.2.7. Решение найдено.
Полученное решение означает, что максимальный доход 150 тыс. руб. фабрика может получить при выпуске 30 ковров второго вида и 10 ковров третьего вида. При этом ресурсы труд и оборудование будут использованы полностью, а из 480 кг пряжи (ресурс сырье) будет использовано 280 кг.

Создание отчета по результатам поиска решения
EXCEL позволяет представить результаты поиска решения в форме отчета. Существует три типа таких отчетов: 
Результаты (Answer). В отчет включаются исходные и конечные значения целевой и влияющих ячеек, дополнительные сведения об ограничениях. 
Устойчивость (Sensitivity). Отчет, содержащий сведения о чувствительности решения к малым изменениям в изменяемых ячейках или в формулах ограничений. 
Пределы (Limits). Помимо исходных и конечных значений изменяемых и целевой ячеек в отчет включаются верхние и нижние границы значений, которые могут принимать влияющие ячейки при соблюдении ограничений.
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В отчете по результатам содержатся оптимальные значения переменных X1, Х2, Х3, Х4, которые соответственно равны 0, 30, 10, 0, значение целевой функции - 150, а также левые части ограничений.

2.3. ДВОЙСТВЕННОСТЬ В ЗАДАЧАХ
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ.
АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ ОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ
С каждой задачей линейного программирования тесно связана другая линейная задача, называемая двойственной; первоначальная задача  называется исходной, или прямой. 
Связь исходной и двойственной задач заключается, в частности, в том, что решение одной из них может быть получено непосредственно из решения другой. 
Хорошо разработанный математический аппарат линейного программирования позволяет не только получать с помощью эффективных вычислительных процедур оптимальный план, но и делать ряд экономически содержательных выводов, основанных на свойствах задачи, двойственной к исходной ЗЛП. Переменные двойственной задачи у, называют объективно обусловленными оценками, или двойственными оценками, или «ценами» ресурсов, или теневыми ценами. 
Каждая из задач двойственной пары фактически является самостоятельной задачей линейного программирования и может быть решена независимо от другой. 
Двойственная задача по отношению к исходной составляется согласно следующим правилам:
1. Целевая функция исходной задачи формулируется на максимум, а целевая функция двойственной задачи - на минимум, при этом в задаче на максимум все неравенства в функциональных ограничениях имеют вид <=, в задаче на минимум - вид >=. 
2. Матрица А, составленная из коэффициентов при неизвестных в системе ограничений исходной задачи, и аналогичная матрица АT в двойственной задаче получаются друг из друга транспонированием. 
3. Число переменных в двойственной задаче равно числу функциональных ограничений исходной задачи, а число ограничений в системе двойственной задачи - числу переменных в исходной задаче. 
4. Коэффициентами при неизвестных в целевой функции двойственной задачи являются свободные члены в системе ограничений исходной задачи, а правыми частями в ограничениях двойственной задачи - коэффициенты при неизвестных в целевой функции исходной задачи.
5. Каждому ограничению одной задачи соответствует переменная другой задачи: номер переменной совпадает с номером ограничения; при этом ограничению, записанному в виде неравенства <=, соответствует переменная, связанная с условием неотрицательности. Если функциональное ограничение исходной задачи является равенством, то соответствующая переменная двойственной задачи может принимать как положительные, так и отрицательные значения. 
Математические модели пары двойственных задач могут быть симметричными и несимметричными. В несимметричных двойственных задачах система ограничений исходной задачи задается в виде равенств, а двойственной - в виде неравенств, причем в последней переменные могут быть и отрицательными. В симметричных задачах система ограничений как исходной, так и двойственной задачи задается неравенствами, причем на двойственные переменные налагается условие неотрицательности.
Модель исходной (прямой) задачи в общем виде может быть записана следующим образом:
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Модель двойственной задачи имеет вид:
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Две приведенные задачи образуют пару симметричных двойственных задач. Согласно теории линейного программирования каждой ЗИП вида (2.3.1) - (2.3.3) соответствует двойственная ей ЗЛП: (2.3.4) - (2.3.6). 
Основные утверждения о взаимно двойственных задачах содержатся в двух следующих теоремах.

Первая теорема двойственности
Для взаимно двойственных задач (2.3.1) - (2.3.3) и (2.3.4) - (2.3.6) имеет место один из взаимоисключающих случаев: 
1. В прямой и двойственной задачах имеются оптимальные решения, при этом значения целевых функций совпадают: f(х) = g(y). 
2. В прямой задаче допустимое множество не пусто, а целевая функция на этом множестве не ограничена сверху. При этом у двойственной задачи будет пустое допустимое множество. 
3. В двойственной задаче допустимое множество не пусто, а целевая функция на этом множестве не ограничена снизу. При этом у прямой задачи допустимое множество оказывается пустым. 
4. Обе из рассматриваемых задач имеют пустые допустимые множества.
Экономический смысл 1-й теоремы двойственности следующий. План производства X и набор оценок ресурсов Y оказываются оптимальными тогда и только тогда, когда общая стоимость продукции, определенная при известных заранее ценах продукции, равна затратам на ресурсы по «внутренним» (определяемым только из решения задачи) ценам ресурсов уi. Для всех же других планов X и Y обеих задач прибыль от продукции всегда меньше (или равна) стоимости затраченных ресурсов: f(х) < g(y), т.е. ценность всей выпущенной продукции не превосходит суммарной оценки имеющихся ресурсов. Значит, величина g(Y) - f(X) характеризует производственные потери в зависимости от рассматриваемой производственной программы и выбранных оценок ресурсов.
Из 1-й теоремы двойственности следует, что при оптимальной производственной программе и векторе оценок ресурсов производственные 
потери равны нулю. 
Экономический смысл 1-й теоремы двойственности можно интерпретировать и так: предприятию безразлично, производить ли продукцию по оптимальному плану X и получить максимальную прибыль либо продать ресурсы по оптимальным ценам Y и возместить от продажи равные ей минимальные затраты на ресурсы.

Вторая теорема двойственности
(теорема о дополняющей нежесткости)
Пусть X = (х1, х2, ..., хn) - допустимое решение прямой задачи (2.3.1) - (2.3.3), а У = (y1, у2, ..., уm) - допустимое решение двойственной задачи (2.3.4) - (2.3.6). Для того, чтобы они стали оптимальными решениями соответственно задач (2.3.1) - (2.3.3) и (2.3.4) - (2.3.6), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие соотношения:
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Условия (2.3.7) и (2.3.8) позволяют, зная оптимальное решение одной из взаимно двойственных задач, найти оптимальное решение другой задачи. 
Из 2-й теоремы двойственности в данном случае следуют такие требования на оптимальную производственную программу X = (х1, х2, ..., хn) и оптимальный вектор оценок Y = (y1, у2, ..., уm):
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Условия (2.3.9) можно интерпретировать так: если оценка Y, единицы ресурса i-го вида положительна, то при оптимальной производственной программе этот ресурс используется полностью, если же ресурс используется не полностью, то его оценка равна нулю. Из условия (2.3.10) следует, что если j-й вид продукции вошел в оптимальный план, то он в оптимальных оценках неубыточен, если же j-й вид продукции убыточен, то он не войдет в план, не будет выпускаться. 
Рассмотрим еще одну теорему, выводы которой будут использованы в дальнейшем.

Теорема об оценках
Значения переменных Yt в оптимальном решении двойственной задачи представляют собой оценки влияния свободных членов bt, системы ограничений-неравенств прямой задачи на величину
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Решая ЗЛП (2.3.1) - (2.3.3) симплексным методом, мы одновременно решаем двойственную ЗЛП (2.3.4) - (2.3.6). Переменные двойственной задачи уt называют объективно обусловленными оценками. 
Рассмотрим экономическую интерпретацию двойственной задачи на примере задачи оптимального использования ресурсов. 
Сформулируем экономико-математическую модель двойственной задачи к задаче 2.1.2. 
Количество неизвестных в двойственной задаче равно числу функциональных ограничений в исходной задаче. В исходной задаче три ограничения: по труду, по сырью и по оборудованию. Следовательно, в двойственной задаче - три неизвестных:
Y1 - двойственная оценка ресурса труд, или «цена» труда; 
Y2 - двойственная оценка ресурса сырье, или «цена» сырья; 
Y3 - двойственная оценка ресурса оборудование, или «цена» оборудования.
Целевая функция двойственной задачи формулируется на минимум. Коэффициентами при неизвестных в целевой функции двойственной задачи являются свободные члены в системе ограничений исходной задачи.
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Необходимо найти такие «цены» на ресурсы (Yt), чтобы общая стоимость используемых ресурсов была минимальной. 
Ограничения. Число ограничений в системе двойственной задачи равно числу переменных в исходной задаче. В исходной задаче четыре переменных, следовательно, в двойственной задаче четыре ограничения. Правыми частями в ограничениях двойственной задачи являются коэффициенты при неизвестных в целевой функции исходной задачи. Левая 
часть ограничения определяет стоимость ресурсов, затраченных на производство единицы продукции. Каждое ограничение соответствует определенному виду продукции.
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Решение двойственной задачи можно найти в отчете Поиска решений - отчете по устойчивости. Теневые цены ресурсов труд, сырье и оборудование соответственно равны 4/3, 0, 1/3 или в десятичных дробях: 1,3333; 0; 0,3333.
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Проведем анализ полученного оптимального решения исходной задачи с помощью двойственных оценок. 
1. Анализ использования ресурсов в оптимальном плане выполняется с помощью соотношений 2-й теоремы двойственности:
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Ресурсы труд и оборудование имеют отличные от нуля оценки 4/3 и 1/3 - эти ресурсы полностью используются в оптимальном плане, являются дефицитными, сдерживающими рост целевой функции. Правые части этих ограничений равны левым частям:
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Ресурс «сырье» используется не полностью (280 < 480), поэтому имеет нулевую двойственную оценку (Y2 = 0).
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Этот ресурс не влияет на план выпуска продукции. 
Общая стоимость используемых ресурсов при выпуске 30 ковров второго вида и 10 ковров третьего вида составит 150 тыс. руб.
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Экономическое истолкование оценок есть интерпретация их общих экономико-математических свойств, применительно к конкретному содержанию задачи. По условию (2.3.9) не использованный полностью в оптимальном плане ресурс получает нулевую оценку. Нулевая оценка ресурса свидетельствует о его недефицитности. Ресурс недефицитен не из-за его неограниченных запасов (они ограничены величиной bt), а из-за невозможности его полного использования в оптимальном плане. Так как суммарный расход недефицитного ресурса меньше его общего количества, то план производства им не лимитируется. Данный ресурс не препятствует и дальше максимизировать целевую функцию [image: ]
Заметим, что ценность видов ресурсов нельзя отождествлять с действительными ценами, по которым осуществляется его закупка. В данном случае речь идет о некоторой мере, имеющей экономическую природу, которая характеризует ценность ресурса только относительно полученного оптимального решения. 
2. Анализ эффективности отдельных вариантов плана выполняется на основе соотношений из 2-й теоремы двойственности:
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Если изделие вошло в оптимальный план (XJ > 0), то в двойственных оценках оно не убыточно, т.е. стоимость ресурсов, затраченных на производство единицы изделия, равна его цене. Такие изделия эффективны, выгодны с точки зрения принятого критерия оптимальности. В нашей задаче это ковры второго и третьего видов.
Если стоимость ресурсов, затраченных на производство одного изделия, больше его цены, то это изделие не войдет в оптимальный план из-за его убыточности. В нашей задаче в план выпуска не вошли ковры первого и четвертого видов, потому что затраты по ним превышают цену на 7 (10 - 3) тыс. руб. и 9.666 (10.666 - 1) тыс. руб. соответственно. Это можно подтвердить, подставив в ограничения двойственной задачи оптимальные значения вектора Y.
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Разницу между правыми и левыми частями ограничений двойственной задачи можно найти в Отчете по устойчивости в столбце «Нормируемая стоимость». 
3. Анализ влияния изменения правых частей ограничений на значения целевой функции (чувствительность решения к изменению запасов сырья) выполняется с помощью теоремы об оценках.
Предположим, что запас сырья ресурса «труд» изменился на 12 ед., т.е. теперь он составляет 80 + 12 = 92 ед. Из теоремы об оценках (2.3.11) известно, что колебание величины bt приводит к увеличению или уменьшению f(X). Оно определяется величиной уt в случае, когда при изменении величин bt значения переменных уt в оптимальном плане соответствующей двойственной задачи остаются неизменными. В нашей за­
даче увеличение запасов ресурса «труд» приведет к увеличению значения целевой функции на 16 тыс. руб. (∆f(х) = ∆b1*y1 = 12 * 4/3 = 16). Для двойственных оценок оптимального плана весьма существенное значение имеет их предельный характер. Точной мерой влияния ограничений на функционал оценки являются лишь при малом приращении ограничения. Известно, что оценки не меняют своей величины, если не меняется набор векторов, входящих в базис оптимального плана, тогда как интенсивности этих векторов (значения неизвестных) в плане могут меняться.
Поэтому необходимо знать такие интервалы изменения каждого из свободных членов системы ограничений исходной ЗЛП, или интервалы устойчивости двойственных оценок, в которых оптимальный план двойственной задачи не менялся бы. Эту информацию можно получить из Отчета по устойчивости. В нашей задаче в нижеприведенном фрагменте отчета видно, что запасы дефицитных ресурсов «труд» и «оборудование» могут быть как уменьшены, так и увеличены, увеличение запаса ресурса «сырье» не повлияет на план выпуска продукции.
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После увеличения запаса ресурса «труд» до 92 чел./ч было получено новое решение задачи. Изменение запасов ресурсов в пределах интервалов устойчивости двойственных оценок привело не только к изменению значения целевой функции на 16 тыс. руб., но и к изменению плана выпуска. При этом структура плана не изменилась - изделия, которые были убыточны, не вошли и в новый план выпуска, так как цены на ресурсы не изменились. Новый план выпуска составляет 28 ковров второго вида и 18 ковров третьего вида. Изменение общей стоимости продукции на 16 тыс. руб. (24 - 8 = 16) получено за счет уменьшения на 2 ед. ковров второго вида по цене 4 тыс. руб. (4 тыс. руб. х (28 - 30) = - 8 тыс. руб.) и увеличения на 8 ед. ковров третьего вида по цене 3 тыс. руб. (3 тыс. руб. х (18 - 10) = 24 тыс. руб.).
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4. Чувствительность решения к изменению коэффициентов целевой функции исходной задачи. 
В первой части Отчета по устойчивости содержится информация о допустимом увеличении и уменьшении коэффициентов целевой функции, при которых не меняется оптимальный план исходной задачи.
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2.4. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА
Транспортная задача является одной из наиболее распространенных задач линейного программирования и находит широкое практическое приложение.
Постановка транспортной задачи. Некоторый однородный продукт, сосредоточенный у m поставщиков Ai, в количестве ai (i = 1,..., m) единиц, необходимо доставить n потребителям Вj в количестве bj (j = 1, ..., n) ед. Известна стоимость сij перевозки единицы груза от i-го поставщика к j-му потребителю.
Необходимо составить план перевозок, позволяющий вывести все грузы, полностью удовлетворить потребности и имеющий минимальную стоимость.
Сформулируем экономико-математическую модель транспортной задачи. Обозначим через хij количество единиц груза, запланированных к перевозке от i-го поставщика к j-му потребителю. Так как от i-ro поставщика к j-му потребителю запланировано к перевозке хij единиц груза, то стоимость перевозки составит cij хij.
Стоимость всего плана выразится двойной суммой
[image: ]
Систему ограничений получаем из следующих условий задачи: 
а) все грузы должны быть перевезены, т.е.
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б) все потребности должны быть удовлетворены, т.е.
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Таким образом, математическая модель транспортной задачи имеет следующий вид: найти минимальное значение линейной функции
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при ограничениях
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В рассмотренной модели предполагается, что суммарные запасы равны суммарным потребностям, т.е.
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Транспортная задача, в которой суммарные запасы и потребности совпадают, т.е. выполняется условие (2.4.5), называется закрытой моделью; в противном случае - открытой. Для открытой модели может быть два случая: 
а) суммарные запасы превышают суммарные потребности
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б) суммарные потребности превышают суммарные запасы
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Линейная функция одинакова в обоих случаях, изменяется только вид системы ограничений. 
Найти минимальное значение линейной функции
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при ограничениях
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Открытая модель решается приведением к закрытой модели. 
В случае а, когда суммарные запасы превышают суммарные потребности, вводится фиктивный потребитель Вn+1, потребность которого
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В случае б, когда суммарные потребности превышают суммарные запасы, вводится фиктивный поставщик Аm+1, запасы которого
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Как стоимость перевозки единицы груза до фиктивного потребителя, так и стоимость перевозки груза от фиктивного поставщика полагаются равными нулю, так как груз в обоих случаях не перевозится. 
Транспортная задача имеет n + m уравнений с n * m неизвестными.
Матрицу X = (xij)mn удовлетворяющую условиям (2.4.2) - (2.4.4), называют планом перевозок транспортной задачи (xij - перевозками). План X*, при котором целевая функция (2.4.1) обращается в минимум, называется оптимальным.

Решение транспортной задачи
с помощью средства EXCEL «Поиск решения»
Исходные данные транспортной задачи приведены схематически: внутри прямоугольника заданы удельные транспортные затраты на перевозку единицы груза (сij), слева указаны мощности поставщиков (ai), a сверху - мощности потребителей (bj). Найти оптимальный план закрепления поставщиков за потребителями (xij).
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В данной задаче суммарные запасы равны суммарным потребностям, т.е.
[image: ]
Транспортная задача, в которой суммарные запасы и потребности совпадают, является закрытой. 
Ввод условий задачи состоит из следующих основных шагов: 
1. Создание формы для ввода условий задачи. 
2. Ввод исходных данных. 
3. Ввод зависимостей из математической модели. 
4. Назначение целевой функции. 
5. Ввод ограничений и граничных условий.
[image: ]
Рис. 2.4.1. Создание формы для ввода условий задачи. 
Изменяемые ячейки – В3:Е6. В эти ячейки будет записан оптимальный план перевозок - хij. Введены исходные данные задачи.
[image: ]
Рис. 2.4.2. Введены зависимости из математической модели. Выражение для вычисления значения целевой функции получено с помощью функции СУММПРОИЗВ(В3:Е6,В10:Е13)
[image: ]
Рис. 2.4.3. На экране диалоговое окно Поиск решения. 
После вызова Поиска решения курсор подвести в поле «Установить целевую ячейку» и ввести адрес: В15. Ввести направление целевой функции «минимальному значению». Поместить курсор в поле «Изменяя ячейки». Ввести адреса изменяемых ячеек В3:Е6. Далее следует добавить ограничения.
[image: ]
Рис. 2.4.4. На экране диалоговое окно Добавление ограничения.
Все грузы должны быть перевезены, т.е.
[image: ]
[image: ]
Рис. 2.4.5. На экране диалоговое окно Добавление ограничения.

Все потребности должны быть удовлетворены, т.е.
[image: ]
После ввода последнего ограничения вместо добавить ввести ОК. На экране появится окно Поиск решения с введенными ограничениями (см. рис. 2.4.3).

Решение задачи
Решение задачи производится сразу же после ввода данных, когда на экране находится диалоговое окно Поиск решения (рис. 2.4.3). С помощью окна Параметры можно вводить условия для решения оптимизационных задач. В нашей задаче следует установить флажок «неотрицательные значения» и флажок «линейная модель» (рис. 2.4.6). Нажать кнопку ОК. Опять появится диалоговое окно Поиск решения.
[image: ]
[image: ]
Рис. 2.4.6. Установка параметров.

Выполнить. На экране диалоговое окно Результаты поиска решения (рис. 2.4.7).
[image: ]
Рис. 2.4.7. Решение найдено

В результате решения получен оптимальный план перевозок: 
[image: ]
Х13 = 80 ед. груза следует перевезти от 1-го поставщика 3-му потребителю; 
X21 = 200 ед. груза следует перевезти от 2-го поставщика 1-му потребителю; 
Х23 - 70 ед. груза следует перевезти от 2-го поставщика 3-му потребителю; 
Х24 - 50 ед. груза следует перевезти от 2-го поставщика 4-му потребителю; 
Х32 - 100 ед. груза следует перевезти от 3-го поставщика 2-му потребителю; 
X41 = 50 ед. груза следует перевезти от 4-го поставщика 1-му потребителю; 
Х42 = 0 ед. груза следует перевезти от 4-го поставщика 2-му потребителю. 
Общая стоимость перевозок = 3200.

2.5. ПРИМЕНЕНИЕ ПОИСКА РЕШЕНИЙ ДЛЯ ЗАДАЧИ ФОРМИРОВАНИЯ ПОРТФЕЛЕЙ ЦЕННЫХ БУМАГ
Портфель - это совокупность различных инвестиционных инструментов, которые собраны воедино для достижения конкретной инвестиционной цели вкладчика. В портфель могут входить бумаги только одного типа, например акции или облигации, или различные инвестиционные ценности, такие как акции, облигации, депозитные и сберегательные сертификаты, недвижимость и т.д. 
Главная цель в формировании портфеля состоит в достижении оптимального сочетания между риском и доходом для инвестора, т.е. соответствующий набор инвестиционных инструментов призван снизить до минимума риск его потерь и одновременно максимизировать его доход. 
Основы теории выбора портфеля впервые были разработаны Нобелевским лауреатом Гарри Марковичем в статье «Выбор портфеля», опубликованной в 1952 г. В этой статье впервые была предложена математическая модель формирования оптимального портфеля ценных бумаг и были приведены методы построения таких портфелей при определенных условиях. С вычислительной точки зрения получающаяся оптимизационная задача относится к классу задач квадратическои оптимизации при линейных ограничениях. К настоящему времени вместе с задачами линейного программирования это один из наиболее изученных классов оптимизационных задач, для которых разработано большое число достаточно эффективных алгоритмов.
Уменьшение риска достигается за счет диверсификации портфеля. Диверсификация уменьшает риск за счет того, что возможные невысокие доходы по одной бумаге будут компенсироваться высокой прибылью по другим бумагам. Минимизация риска достигается за счет включения в портфель бумаг широкого круга отраслей, не связанных тесно между собой, чтобы избежать синхронности циклических колебаний их деловой активности. Современные исследования западных ученых показали, что большая часть риска портфеля устраняется, если в него входят ог 8 до 20 различных бумаг. Дальнейшее увеличение их количества уже незначительно уменьшает риск. Говоря о риске, следует подчеркнуть, что портфель может уменьшить только диверсифицируемый или специфический риск, т.е. конкретный риск для каждого предприятия, не зависящий от общего состояния экономики. Рыночный риск, обусловленный хозяйственной конъюнктурой страны, не поддается диверсификации.
Недиверсифицируемый (систематический, рыночный) риск возникает из внешних событий, влияющих на рынок в целом: это война, инфляция, экономический спад, высокая ставка процента и др. На систематический риск приходится от 25 до 50% общего риска по любой инвестиции, и поскольку в такой ситуации затрагиваются все компании, совершенно очевидно, что систематический риск нельзя устранить диверсификацией. 
Для получения количественных характеристик портфеля могут использоваться следующие характеристики:
1. mp - доходность (эффективность) портфеля ценных бумаг. Данный параметр рассчитывается как взвешенная средняя из ожидаемых доходов по каждому из компонентов:
[image: ]
где хt - доли инвестиций, помещенных в каждый из видов активов (эти доли называют портфельными весами) ХT = (x1, х2, ..., хn); 
mt - ожидаемая ставка дохода по каждому виду активов.
2. σp - стандартное отклонение ставок дохода по портфелю (риск портфеля). Стандартное отклонение дохода представляет собой квадратный корень из дисперсии портфельного дохода (дисперсию доходности портфеля называют его вариацией Vp), которая определяется по формуле:
[image: ]
где COV- ковариационная матрица порядка n.
Ковариация - это мера того, какова зависимость между случайными величинами (в данном случае это доход по ценным бумагам), как эти величины '"соизменяются". Ковариация может быть выражена как произведение коэффициента корреляции rij и двух стандартных отклонений:
[image: ]
где σi - стандартное отклонение дохода по i-му активу, 
rij - коэффициент корреляции доходов между i-м и j-м активом.
При расчете данного параметра учитывается факт, что доходы обычно взаимно компенсируют друг друга. Эта компенсация проявляется в наличии положительной либо отрицательной корреляции между доходами по двум конкретным видам активов. 
Заметим, что с увеличением числа бумаг в портфеле возрастает роль слагаемых, содержащих ковариации. Для двух бумаг число слагаемых с ковариациями и дисперсиями равно (по два слагаемых). Но в портфеле, содержащем много бумаг, число ковариации намного больше числа дисперсий. Таким образом, изменчивость диверсифицированного портфеля почти полностью отражают ковариации. 
При наличии совершенной отрицательной корреляции, когда при уменьшении дохода по одной акции на один пункт происходит увеличение на один пункт по другой, инвестор получает возможность уменьшить стандартное отклонение дохода по этим двум активам вместе до нуля, т.е. свести риск к минимуму. Это объясняет возможность применения операций с опционами и срочными контрактами (считающимися высоко рискованными операциями) в сочетании с активами, на которых они базируются, для реального уменьшения риска. 
Наличие совершенной положительной корреляции наблюдается, например, при приобретении двух видов обычных акций одной корпорации, выпущенных на одинаковых условиях. Стандартное отклонение ставок дохода по портфелю в этом случае рассчитывается как средневзвешенная из стандартных отклонений доходов, входящих в состав портфеля активов.
На практике обычно корреляция не является совершенной, и стандартное отклонение ставок дохода будет несколько другим. Масштаб этого отклонения будет определяться характерами корреляционных зависимостей движения доходов по различным ценным бумагам. 
Варьируя портфельные веса применяемых в составе портфеля активов, можно добиться оптимального, с точки зрения применяемого типа, портфеля.

Постановка задачи об оптимальном портфеле
В литературе [10, 11] описаны подходы к формированию оптимального портфеля с помощью моделей Блека, Марковица. Тобина. Задача оптимизации заключается в том, чтобы определить, какая доля портфеля должна быть отведена для каждой из инвестиций так, чтобы величина ожидаемого дохода и уровень риска соответствовали целям инвесторов. Например, целевой функцией может быть минимизация риска при заданной доходности, или максимизация дохода при риске не выше заданного. При этом на компоненты вектора X, представляющего портфель, могут накладываться различные ограничения, зависящие от вида сделки, типа участвующих активов, величины открываемых позиций и т.д. Портфели, удовлетворяющие условиям данного рынка, называются допустимыми.
1. В модели Блека допустимыми являются любые портфели. Это значит, что вектор X удовлетворяет лишь основному ограничению:
[image: ]
Наличие коротких позиций (отсутствие условия неотрицательности) позволяет реализовать любую, сколь угодно большую доходность, естественно, за счет большого риска.
2. В модели Марковица допустимыми являются только стандартные портфели (без коротких позиций). Это значит, что на вектор X накладываются два ограничения: основное [image: ] и неотрицательности хi >= 0 для всех i.
Портфель называют стандартным, если инвестор по каждому активу находится в длинной (long) позиции. Длинная позиция - это обычно покупка актива с намерением его последующей продажи (закрытие позиции). Такая покупка обычно осуществляется при ожидании повышения цены актива в надежде получить доход от разности цен покупки и продажи. Допустим, что относительно некоторого актива инвестор уверен в обратном, т.е. в понижении его стоимости. В этом случае он может совершить сделку, которая называется короткой продажей (short sale) Для этого он берет данный актив взаймы у другого инвестора (кредитора), сразу же продает его, а впоследствии покупает на рынке по сниженной цене и возвращает своему кредитору При этом он обязан выплатить кредитору текущий доход по активу за время сделки и некоторый процент за предоставление самой возможности сделки (за кредит) На большинстве фондовых бирж короткие продажи вполне допустимы и часто используются, но ввиду их особой рискованности биржи могут вводить ограничения на общую величину коротких позиций в сделках.
Особенностью модели Марковица является то, что доходность любого стандартного портфеля не превышает наибольшей доходности активов, из которых он построен 
3. В модели Тобина-Шарпа-Литнера предполагается наличие так называемых безрисковых активов, доходность которых не зависит от состояния рынка и имеет постоянное значение.
Пример 2.5.1. Сформировать портфель минимального риска из двух видов ценных бумаг - APT с эффективностью 12% и риском 21,1 и ВЕРМ с эффективностью 5,1% и риском 8,3 при условии, что обеспечивается доходность портфеля [image: ] не менее 8,9% Коэффициент корреляции равен 0,18.
Решение Модель Марковица может быть сформулирована следующим образом:
Необходимо найти вектор X - (Х1, Х2), минимизирующий риск портфеля σp
Х1 - доля в портфеле ценных бумаг APT, 
Х2 - доля в портфеле ценных бумаг ВЕРМ,
[image: ]
при ограничениях
[image: ]
Довольно легко можно получить решение задачи в EXCEL с помощью надстройки Поиск решения (фрагмент отчета по результатам см в табл. 2.5.1) 
Ответ Минимальный риск портфеля, равный 12,88%, достигается при X1 = 0,55 и Х2 =0,45
[image: ]
Рис. 2.5.1. В ячейке Е5 получено минимальное значение целевой функции
Таблица 2.5.1
[image: ]
Пример 2.5.2. Найти оптимальный портфель максимальной эффективности для трех ценных бумаг REXX, SNS и LIKX с доходностью и риском:
[image: ]
Матрица коэффициентов корреляции
[image: ]
Верхняя граница риска задана равной 18. 
Решение. Модель может быть сформулирована следующим образом. Необходимо найти вектор X - (Х1, Х2, X3), максимизирующий доходность портфеля mp
Х1 - доля в портфеле ценных бумаг REXX, 
Х2 - доля в портфеле ценных бумаг SNS, 
Х3 - доля в портфеле ценных бумаг LIKX. 
mp = 12 * X1 + 7 * Х2 + 11 * Х3 --> max
при ограничениях
[image: ]
Матрица ковариаций получена с использованием формулы COVij = σij = rij * σi * σj
[image: ]
Для решения задачи следует воспользоваться надстройкой EXCEL Поиск решения. В результате решения получена максимально возможная доходность портфеля 11.29 при значениях вектора X, записанных в ячейки $G1:$I1 (рис. 2.5.2 и 2.5.3).
[image: ]
Рис. 2.5.2. В диалоговом окне Поиска решений заполнены все окна.


Ответ.
[image: ]
Рис. 2.5.3. Фрагмент листа EXCEL с исходными данными и результатами.
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